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ABSTRAK

Permulaan olakan mantap Bénard-Marangoni dalam selapisan bendalir mengufuk
dengan sempadan bawah yang bertebat dan tegar serta permukaan atasnya bebas
tercangga dikaji secara analisis berdasarkan teori kestabilan linear klasik. Per-
samaan linear bagi model olakan diselesaikan dengan menggunakan kaedah usikan.
Kami memperoleh ungkapan beranalisis bagi nombor tak berdimensi Rayleigh
pada peringkat utama dan pada peringkat pertama. Penebatan lapisan bendalir
di sempadan bawah mempengaruhi ketakstabilan gelombang panjang.



ABSTRACT

The onset of steady Bénard-Marangoni convection in a horizontal layer of fluid
with rigid and insulating lower boundary and a deformable free npper surface is
studied using analytical techniques by means of classical linear stability theory.
The linear model equations are solved using a perturbation methods. We obtain
an analytical expression for the non-dimensional Rayleigh number at leading and
first orders. An insulating lower boundary influences the instability of a long wave.
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BAB1

PENGENALAN

1.1 Olakan dan kepentingannya

Olakan merupakan suatu fenomena yang penting dalam kehidupan scharian. Per-
hatikan wap yang kelihatan daripada makanan yang baru sahaja dimasak, pem-
bentukan awan dan juga arus aliran udara di atas permukaan jalan yang kelihatan
bercahaya apabila cuaca panas, merupakan contoh-contoh bagi olakan yang sering
berlaku tanpa kita sedari. Menurut Velarde & Normand (1980), dalam bidang me-
teorologi, olakan dirujuk sebagai pergerakan atmosfera pada arah menegak. Dalam
bidang industri komersial pula, olakan dalam bendalir diaplikasikan dalam per-
tumbuhan kristal dan kimpalan keluli. Sementara itu, terdapat juga olakan yang
sukar diperhatikan seperti olakan yang berlaku dalam mantel bumi iaitu migrasi

perlahan kontinen-kontinen.

Penerangan yang paling mudah bagi olakan yang diberikan oleh Velarde &
Normand (1980) ialah kenaikan haba. Sementara kes yang termudah bagi olakan
adalah apabila suatu bendalir (sama ada gas atau cecair) dipanaskan daripada
bawah. Tindak balas bagi pemanasan ini akan menyebabkan bendalir tersebut
mengembang dan menjadi kurang tumpat. Maka lapisan bawah yang panas dan
lcbih ringan akan cenderung untuk naik ke atas, manakala lapisan atas yang lebih
sejuk akan tertolak ke bawah. Olakan ini telah lama diketahui sejak kurun ke-18.
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Secara amnya, menurut Koschmieder (1993) olakan ialah pergerakan ben-

dalir yang disebabkan oleh perbezaan subhu dengan kecerunan suhu pada mana-
mana arah. Terdapat dua jenis olakan iaitu olakan bebas atau semula jadi dan
olakan paksa. Olakan bebas adalah pergerakan bendalir yang disebabkan oleh
medan daya lnaran seperti graviti yang bertindak ke atas kecerunan ketumpatan
yang dirangsang oleh proses pemindahan haba itu sendiri. Sementara olakan paksa
ialah pergerakan bendalir yang dirangsang oleh faktor luaran seperti pengepam

atau kipas.

1.2 Olakan haba dalam lapisan bendalir

Olakan dalam lapisan bendalir yang dipanaskan daripada bawah dan tertakluk
kepada kecerunan suhu menegak yang seragam, dihasilkan oleh dua jenis mekanisia

yang berbeza iaitu daya keapungan dan daya tegangan permukaan.

1.2.1 Olakan berpunca daripada daya keapungan

Olakan yang terhasil daripada daya keapungan dikenali juga sebagai olakan Bénard.
Mekanisma bagi olakan ini adalah seperti berikut: Pertimbangkan suatu lapisan
bendalir likat mengufuk pada keadaan rehat yang dibatasi oleh dua plat konduktor
haba dan dipanaskan dari bawah (atau disejukkan dari atas). Andaikan terdapat
suatu usikan kecil dalam suhu yang menghasilkan satu titik panas berdekatan plat

bawah.

Pada kebiasaannya, bendalir mempunyai pekali kembangan haba yang posi-
tif. Maka elemen bendalir yang lebih panas akan mengembang secara relatif ter-
hadap bendalir berdekatannya. Didapati perbezaan tekanan di antara elemen ben-
dalir di bawah dan di atas melebihi beratnya, lalu menyebabkan ia bergerak ke atas
disebabkan oleh daya keapungan. Bendalir dari bawah akan mengisi kekosongan
yang ditinggalkan olch bendalir yang bergerak ke atas tadi. Scterusnya, bendalir

yang bergerak ke atas tadi akan menyejuk dan akhirnya bergerak semula ke bawah



RAJAH 1.1 Lakaran bagi pergerakan sel hasil daripada daya keapungan.

seperti yang digambarkan dalam Rajah 1.1. Proses olakan akan berterusan selagi

subu di antara permukaan bawah dan permukaan atas adalah cukup besar.

1.2.2 Olakan berpunca daripada daya tegangan permukaan

Olakan bholeh juga berlaku disebabkan oleh daya tegangan permukaan atau daya
termokapilari seperti mana olakan terhasil daripada daya keapungan. Olakan ini
dikenali juga sebagai olakan Marangoni. Menurut Velarde & Normand (1980)
tegangan permukaan adalah daya padu yang kesannya ialah untuk meminimumkan
kawasan permukaan bendalir. Selain itu, tekanan permukaan juga bertindak seba-
gai daya dorongan dalam aliran olakan kerana tegangan berubah-ubah mengiknt
suhu. Seperti ketumpatan, Velarde & Normand (1980) mendapati tegangan per-
mukaan akan berkurang apabila suhu bertambah. Andaikan snatu titik panas
telah bergerak ke permukaan disebabkan oleh ketakseragaman subu. Penghasi-
lan kecerunan daya tegangan permukaan akan mendorong bendalir bergerak dari
kawasan panas (daya tegangan permukaan yang rendah) ke kawasan sejuk (daya

tegangan permukaan yang tinggi) seperti yang digambarkan dalam Rajah 1.2.

Olch itu, scbarang pcrubahan suhu yang tcrhasil merentasi permukaan ben-
dalir akan disertai oleh perubahan dalam tegangan permukaan. Kawasan yang
lebih sejuk akan mempamerkan tegangan permukaan yang tinggi, manakala pada
kawasan yang lcbih panas, tegangan akan berkurangan. Jika perubahan tegangan

permukaan membawa kepada ketakseimbangan daya, maka suatu aliran akan ter-



RAJAH 1.2 Mekanisma asas bagi olakan termokapilari tanpa canggaan permukaan.

hasil. Oleh itu, olakan termokapilari adalah berpunca daripada kecerunan subu
pada permukaan bebas bendalir yang disebabkan oleh kebersandaran daya tegan-
gan permukaan terhadap suhu.

1.3 Kajian eksperimen terdahulu

1.3.1 Eksperimen Bénard

Masalah bagi permulaan ketakstabilan olakan dalam lapisan bendalir mengufuk
yang dipanaskan dari bawah adalab berpunca dari pemerhatian secara eksper-
imen oleh Bénard. Menurut Koschmieder (1993), eksperimen yang dijalankan
oleh Bénard melibatkan lapisan bendalir yang sangat tipis iaitu lebih kurang satu
milimcter dalamnya. Permukaan atas adalah bcbas dan mempunyai suhu yang
lebih rendah berbanding suhu pada permukaan bawah kerana penyejukan oleh
udara yang tidak seragam. Beberapa jenis cecair dengan kelikatan yang berbeza
telah digunakan. Bénard mendapati dalam kescmua kes, apabila snbu permukaan
bawah meningkat, lapisan bendalir mengalami retikulasi dan terbahagi kepada
sel-sel berbentuk heksagon yang stabil dan tetap. Sementara itu, Bénard percaya
bahawa agen yang menyebabkan ketakstabilan berlaku adalah hasil daripada daya
keapungan oleh pengembangan bendalir yang dipanaskan itn. Walan bagaimana-
pun, kajian oleh Block (1956), Pearson (1958) dan Nield (1964) menunjukkan ba-
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hawa selain daripada daya keapungan, sel-sel Bénard sebenarnya lebih dirangsang

oleh kecerunan daya tegangan permukaan yang terhasil daripada, variasi suhu yang

merentasi permukaan bebas.

1.3.2 Eksperimen Block

Pada tahun 1956, Block telah menjalankan eksperimen bagi mengenalpasti punca
bagi pembentukan sel-sel heksagon dalam eksperimen Bénard. Pemerhatian Block
(1956) menunjukkan bahawa apabila lapisan tipis yang mengalami olakan dilitupi
oleh lapisan tipis silikon yang merebak, didapati aliran dalam bendalir akan ter-
henti. Belian menyimpulkan fenomena ini disebabkan oleh kesan termokapilari
atan daya tegangan permukaan pada permukaan atas yang bebas dan bukannya

daya keapungan.

1.3.3 Kajian-kajian berkaitan

Ahli teori terunggul berkenaan olakan pada awal kurun ke-20 sebenarnya ialah
Lord Rayleigh. Antara kertas kerjanya yang terakhir ialah artikel mengenai olakan
yang diterbitkan pada tahun 1916 yang cuba menghuraikan hasil eksperimen Bénard.
Walaupun kini telah diketahui bahawa teori Rayleigh tidak boleh diaplikasikan
kepada sistem yang dikaji oleh Bénard, namun kertas kerjanya telah menjadi titik
permulaan bagi hampir semua teori moden olakan. Pearson (1958) telah mem-
perkenalkan teori yang lebih tepat bagi olakan yang diperhatikan oleh Bénard iaitu
ia disebabkan oleh daya tegangan permukaan. Beliau menunjukkan bahawa daya
termokapilari pada permukaan bebas yang disebabkan oleh variasi bagi tegangan
permukaan dan suhu menyebabkan olakan mantap (Marangoni) berlaku dalam
lapisan bendalir yang dipanaskan dari bawah dengan nombor Marangoni, M yang

melebihi nilai kritikal.



1.3.4 Kajian berkenaan olakan Bénard-Marangoni

Dalam kebanyakan situasi fizikal, olakan sebenarnya berlaku disebabkan oleh gabun-
gan daya keapungan dan daya tegangan perinukaan. Sehubungan dengan itu, Nield
(1964) telah meneruskan kajian yang dibuat oleh Pearson (1958) dengan mema-
sukkan kesan daya keapungan. Beliau mengkaji permulaan olakan mantap Bénard-
Marangoni pada suatu lapisan bendalir mengufuk tanpa melibatkan canggaan per-
mukaan bebas yang dipanaskan dari bawah dan tertakluk kepada kecerunan suhu
mencancang. Nield (1964) mendapati bahawa kedua-dua mekanisma ketakstabilan
saling meneguhkan di antara satu sama lain. Beliau menunjukkan bahawa gabun-
gan antara kedua-dua mekanisma ketakstabilan itu adalah kuat apabila nombor

Biot iaitu B; = 0, tetapi lemah apabila B; meningkat.

Seterusnya, setelah melakukan kajian berangka secara intensif, Takashima
(1970) menyimpulkan bahawa adalah mustahil olakan Bénard-Marangoni berayun
berlaku dalam lapisan bendalir yang dipanaskan dari bawah dengan permukaan
bcbas tanpa canggaan. Davis & Homsy (1980) pula mencruskan kajian olch Nicld
(1964) dengan memasukkan kesan percanggaan permukaan bebas. Kajian Davis
& Homsy (1980) ini mengkhusus kepada kajian bagi permulaan olakan Bénard-
Marangoni bagi had C, — 0 dengan mendapatkan penyelesaian bagi R., M. dan

a. sebagai siri asitnptotik biasa dalain kuasa C, < 1 seperti berikut,

R. = Ro+ RC, +0(C?),
M, = My + MC, +0O(C?,

a. = ag+a,C,+ O(C?),

dengan C,, R., M, dan a. masing-masing adalah nombor Crispation, nombor
Rayleigh kritikal, nombor Marangoni kritikal dan nombor gelombang kritikal.
Ungkapan yang dipcrolchi olch Davis & Homsy (1980) mcrupakan penyclesaian
bagi masalah tersebut apabila C, = 0, yang sebenarnya telah diperolehi oleh Nield
(1964) sebelum ini.

Pengiraan bagi ungkapan peringkat utama yang dilakukan oleh Davis &
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Homsy (1980) adalah dalam kembangan R, untuk suatu julat nilai M bagi kes

nombor Bond iaitu B, = 0 dan B; = 0. Nilai-nilai ini kemudiannya disemak dan
diperbetulkan oleh Wilson (1993) yang mana nilai pengiraan berangka bagi R,
oleh Wilson (1993) adalah fungsi bagi M bagi kes B, = 0 dan B; = 0.

Nombor Rayleigh R dan nombor Marangoni M bagi semua kajian terdahulu
yang menghuraikan kesan daya keapungan dan daya tegangan permukaan diambil
sebagai saling tak bersandar. Walau bagaimanapun, dalam eksperimen fizikal
yang biasa, parameter kawalan adalah perbezaan suhu yang merentasi lapisan
yang wujud secara linear dalam kedua-dua R dan M. Oleh itu, kajian terkini
lebih memfokus kepada kes pasangan fizikal yang berkaitan yang mana hubungan
di antara R dan M adalah M = 'R dengan ' = 7y/ppgad? merupakan suatu

pemalar.

Seterusnya, Benguria & Depassier (1989) mengkaji permulaan olakan Bénard-
Marangoni sccara berangka dalam lapisan planar yang dipanaskan dari bawah bagi
kes C, = oo (tercangga dengan kuat), P, = 1, B; = 0 dan B, = GP,C, dengan G
dan P, masing-masing ialah nombor Galileo dan nombor Prandtl. Benguria dan
Depassier (1989) merupakan pengkaji pertama yang menunjukkan olakan berayun
boleh berlaku apabila I' > 0 jika termmokapilari adalah kuat dan permukaan bebas
tercangga. Pada masa yang sama, Perez-Garcia & Carneiro (1991) turut memper-
timbangkan masalah olakan Bénard-Marangoni secara berangka bagi kes P, = 1,
By = 0.1 dan B; = 0. Perez-Garcia & Carneiro (1991) memperoleh keadaan
di mana persaingan diantara olakan mantap dan berayun, dan antara dua mod

berayun boleh berlaku apabila I' < 0.

Dalam kajian-kajian terkini, kesan-kesan fizikal yang lain telah dimasukkan
di dalam kajian tentang permulaan olakan dalam lapisan plana mengufuk. Seba-
gai contoh, penjelasan tepat secara beranalisis bagi M untuk permulaan olakan
mantap Marangoni  dengan kelikatan subwm bersandar telah diperolehi oleh
Kozhoukharova et al. (1995). Sementara itu, Selak & Lebon (1995) telah mengkaji
permulaan olakan mantap Bénard-Marangoni dengan kehadiran kelikatan yang

berubah terhadap subu. Berikutnya, Char & Chiang (1994) mengkaji kesan pen-
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janaan haba dalaman yang seragam pada permulaan olakan mantap Bénard-

Marangoni. Terkini, Wilson (1997) telah memperolehi penjelasan yang tepat
secara beranalisis untuk M bagi permulaan olakan mantap Marangoni dengan
kehadiran pemanasan dalaman. Char & Chiang (1994) pula mendapati kesan
menambahkan penjanaan haba dalaman adalah untuk mentakstabilkan lapisan.
Antara kajian terkini berkenaan olakan Bénard-Marangoni ialah oleh Hashim &
Wilson (1999) yang buat pertama kalinya telah menghuraikan secara lengkap
lengkung sut kestabilan bagi kedua-dua olakan mantap dan olakan herayun dengan
menggunakan kaedah berangka dan beranalisis.

Kajian berkenaan penebatan lapisan bendalir telah dilakukan oleh Goues-
bet et al. (1990). Beliau mengkaji mod tak stabil dan perubahan kestabilan bagi
ketakstabilan hasil dari tegangan permukaan dan keapungan pada suatu lapisan
bendalir mengufuk untuk kes permukaan bebas bertebat dan untuk kes permukaan
bebas berkonduksi. Kesan yang dapat dilibat dalam kes penebatan ialah hilangnya
garis-garis tak berkesinambungan pada graf mod tak stabil untuk nombor Rayleigh
pada nombor gelombang kritikal, a.. Gouesbet et al. (1990) mendapati keapungan
menghalang daripada berlakunya mod tak stabil, manakala permulaan bagi mod
tak stabil akan membawa kepada pergerakan berayun. Clever & Busse (1995) pula
mengkaji olakan mantap yang berputar dan ketakstabilan olakan dalam lapisan
bendalir yang dipanaskan dari bawah untuk kes sempadan bawah yvang tegar dan
berkonduksi tinggi manakala permukaan atas adalah bebas dan hampir bertebat.
Clever & Busse (1995) mendapati terdapat ketakstabilan baru iaitu ketakstabi-
lan varicose subharmonik yang dihadkan pada kawasan berputar yang stabil ter-
hadap nombor Rayleigh tinggi dalam kes nombor Prandtl sederhana. Clever &
Busse (1995) berpendapat kombinasi sempadan bawah yang tegar dan bertebat,
dan sempadan atas bebas tegangan atau tegar dan berkonduksi sempurna sepa-
tutnya menghasilkan keputusan yang sama. Selain itu, Priede & Gunter (1997)
mengkaji kesan penebatan sempadan bawah bagi kestabilan olakan termokapilari
pada nombor Prandtl rendah. Beliau mendapati untuk kes batas bawah yang

bertebat, nombor gelombang kritikal berskala a, ~ P}/? yang membawa maksud
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kebanyakan gelombang tak stabil dipertimbangkan sebagai lebih panjang daripada

kedalaman lapisan bendalir dan nombor gelombang kritikal bergantung pada nom-

bor Biot, a. ~ B,-lﬂ.

Kajian ini merupakan lanjutan daripada kajian yang dilakukan oleh Ben-
guria & Depassier (1989) dan Hashim (1998). Benguria & Depassier (1989) mengkaji
olakan Bénard-Marangoni pada bendalir mengnfuk yang berkonduktor haba dan
tegar atau bebas tegasan dibawahnya, manakala permukaan atas adalah bebas
bersentuh dengan udara. Kajian yang dilakukan oleh Benguria & Depassier (1989)
adalah secara berangka bagi menunjukkan terdapat ketakstabilan berayun yang
berlaku pada nilai nombor Rayleigh yang rendah daripada nombor Rayleigh kri-
tikal pada permulaan olakan mantap. Sementara itu, Hashim (1998) mengkaji
olakan Bénard-Marangoni secara berangka dan beranalisis pada snatu lapisan
bendalir yang berkonduktor haba dan tegar pada sempadan bawah, manakala
sempadan atasnya bebas bersentuh dengan udara. Kajian Hashim (1998) menghu-
raikan secara lengkap lengkung sut bagi kedua-dua permulaan olakan mantap dan
berayun. Dalam kajian ini, kami akan menggunakan teori kestabilan linear klasik
untuk mengkaji permulaan olakan mantap Bénard-Marangoni pada suatu lapisan
mengufuk bendalir yang bertebat dan tegar di bawahnya bagi kes R dan M yang
saling bersandar secara linear. Kaedah secara beranalisis digunakan untuk men-
dapatkan nilai Ry dan R, serta penjelasannya untuk lengkung sut mantap bagi

permulaan olakan ini.



BABII

MODEL MASALAH KESTABILAN

Bab ini memperihalkan satu model asas yang boleh digunakan untuk mengkaji per-
mulaan olakan Bénard-Marangoni pada lapisan planar yang mengufuk bagi ben-
dalir yang bertebat di bawahnya untuk kes R dan M yang bersandar secara linear.
Teori kestabilan linear klasik digunakan untuk mengkaji kestabilan bagi model
yang dipertimbangkan. Sclain daripada itu, kacdah secara analisis dignnakan wn-

tuk mendapatkan huraian lengkap bagi lengkung sut untuk olakan mantap ini.

2.1 Pemodelan masalah linear

Pertimbangkan satu lapisan bendalir mengufuk yang tak terhingga panjang dengan
ketebalan d yang bertebat di bawahnya dalam keadaan tanpa gangguan. Ambil r
dan y sebagai koordinat ruang dalam satah bagi sempadan bawah yang tegar dan
z sebagail paksi menegak seperti yang ditunjukkan dalam Rajah 2.1. Permukaan
atas lapisan adalah bebas bersentuh dengan udara pada tekanan malar p, dan
suhu malar T,,. Apabila berlaku pergerakan bendalir, permukaan bebas tadi akan
tercangga dan kedudukan ini diwakili oleh hubungan z = d + 6(z,y,t) dengan
d(z,y,t) adalah canggaan awal pada permukaan yang tidak diketahui terhadap

ketebalan d. Permukaan tercangga ini tertakluk kepada tegangan permukaan 7
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RAJAH 2.1 Model fizikal.
yang bersandar kepada suhu T, iaitu
T =1y — YT - Tp), (2.1)

dengan 7 adalah tegangan permukaan pada keadaan tanpa gangguan, pemalar
To alalah nilai 7 pada suhu rujukan Ty dan pemalar v adalah kadar perubahan

tegangan permukaan terhadap suhu.
Sementara itu, ketumpatan bendalir, p, diberi oleh
p = po[l — a(T — To)]. (2.2)

yang po adalah nilai ketumpatan pada suhu rujukan Tp dan a > O adalah pekali
bagi kembangan isipadu. Asas bagi penghampiran Boussinesq adalah semua sifat
bendalir diandaikan malar kecuali ketumpatan bendalir yang bersandar secara
linear kepada suhu. Pada keadaan rujukan, bendalir berada dalam keadaan rehat

dan subu yang disebarkan adalah melalui penebatan. Taburan subu 7, diben oleh
T, = TH - .. (2.3)

dengan Ty adalah suhu pada permukaan bawah yang panas, ;3 = AT/d > 0 adalah
suatu pemalar dan AT = Ty — Te dengan T adalah subu pada permmkauan atas

yang sejuk.



12
2.2 Persamaan menakluk

Pertimbangkan satu lapisan bendalir yang mempunyai ketebalan d, ditebat dari
bawah dalam keadaan sempadan bawah yang tegar. Manakala, sempadan atas
hebas hersentuh dengan udara pada tekanan malar dan suhu malar. Maka, den-
gan menggunakan penghampiran Boussinesq, kami akan mendapatkan persamaan

menakluk bagi model ini.

2.2.1 Persamaan keselanjaran

Menurut Anderson (1995), persamaan keselanjaran diberi oleh

%+V-(pu)=0,

dengan u = [u(x,y, 2,t),v(x,y, z,t),w(x,y, z,t)] adalah halaju bendalir. Oleh
kerana perubahan p adalah sangat sedikit dan bendalir adalah mantap (tidak

bersandar terhadap masa) maka dp/dt = 0, diperolehi

V-u=0. (2.4)
2.2.2 Persamaan momentum

Persamaan momentum oleh Anderson (1995), adalah seperti berikut

Du

pﬁ = —Vp+ prViu+ pg,

p(%+u-V)u = —Vp+ prViu+ pg.

dengan v adalah kelikatan kinematik bendalir. Oleh kerana V - u = 0 dari per-

samaan (2.4), maka

por = —Vp + prViu + pg. (2.5)
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2.2.3 Persamaan tenaga

Merujuk Anderson (1995), persamaan tenaga secara ringkasnya boleh ditulis seperti

berikut

% +u-VT = skVT, (2.6)

yang & adalah resapan terma bendalir. Pada keadaan rehat dan tanpa gangguan,
u = 0 dan T, = T(2). Subu T'(z), mesti memenuhi persamaan (2.6), supaya

figz) ~0, (2.7)

K
dan daripada persamaan ini, persamaan (2.3) akan diperolehi. Sejajar dengan itu,
pl2) = poll — a(T(2) — To)l, (28)

dan daripada persamaan (2.5), dengan g = (0,0, —g), diperolehi

_dp(z)

= — plz)g = 0. (29)

2.3 Pelinearan masalah

Andaikan sistemn persamaan menakluk mengalami gangguan kecil dengan mengam-

bil
u = Ui, (210)
p = p(z)+dp, (2.11)
p = p(z)+op, (2.12)
T = T(z)+6. (2.13)

yang 8p, dp dan # masing-masing ialah canggaan pcrmukaan bagi tckanan, cang-
gaan permukaan bagi ketumpatan bendalir dan magnitud gangguan bagi subu.
Dalam bahagian seterusnya, kami akan terbitkan persamaan linear bagi model
olakan.
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2.3.1 Persamaan momentum

Penggantian persamaan (2.10) - (2.13) ke dalam persamaan (2.5), memberikan

pa—;t—l- = —Vdp+ pvViu, + dpg,
du,  Vp 9 ap
5% p +vVia, + ?g,
ou
—at—l = vViu, — ofg,
a
(a — VV2) uy; = —obg. (2.14)

Menggunakan hasil darab pangkah, persamaan (2.14) menjadi

(% — 1/V2) VAuw =-a(Vo) g (2.15)

Seterusnya, dengan mengambil keikalan dan vektor identiti, persamaan (2.15) men-
jadi
0 . , .
(-ét— — l/Vz‘) Viu, = a [(g -V)Ve — gVZG] . (2.16)

Dengan mengambil komponen-z dan g = (0,0, —g), diperolehi

%, ? P
(a — 1/V2) VQ'ZUL = ag (@ + @) 0,

(% — uv2) Viw = agV3, (2.17)

dengan V? = 8?/0z? + 8%/0y* dan V? = V2 + 52922, Persamaan (2.17) adalah

persamaan momentum yang telah dilinearkan.
2.3.2 Persamaan tenaga

Penggantian gangguan (2.10) - (2.13) ke dalun persamaan (2.6) memberikan

%tg+u-ve = V2,
d6 a0 2 a0 AT
a%»wla—z— = kV°*0, yang % d =5
gg +Pw = kV20. (2.18)

Persamaan (2.18) adalah persamaan tenaga yang telah dilinearkan.



2.4 Syarat-syarat sempadan

2.4.1 Padaz=0

Syarat-syarat sempadan pada permukaan bawah (z = 0) yang tegar adalah

w = 0, (2.19)
ow
5 = O (2.20)
0
3, = 0. (2.21)

Persamaan (2.19) merupakan persamaan bagi syarat tak tergelincir, manakala per-
samaan (2.20) diperoleh dari persamaan keselanjaran. Persamaan (2.21) menun-

Jukkan penebatan sempurna pada permukaan bawah bendalir.

2.4.2 Pada z =

Syarat kinematik

Bendalir yang dibincangkan dalam masalah ini dibatasi oleh permukaan atas yang
bcbhas bersentuh dengan udara pada tckanan malar p, dan suhu malar T, dan
permukaan bawahnya adalah tegar. Oleh itu, syarat kinematik untuk permukaan

atas adalah
w = & + ud, + vdy, (2.22)

dengan 96/0t =6,, 06/0x =6, dan 86/0y =20,  Oleh kerana pemencon-
gan adalah dalam arah 2, maka 98/dz = 0 dan 946/0y = 0. Oleh itu,

w==. (2.23)

Syarat keselanjaran
Syarat keselanjaran bagi tegasan normal adalah

P—Pa = 3—5— [uztff + (ty + Uz )60, — (s + W )8, + vy82 — (v + Wy )b, + wz]

L ) (2.29)

NVN
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dengan N = (1+ 42 +42)'/2, 1 adalah kelikatan bendalir, 7 adalah daya tegangan

bagi permukaan bebas dan subskrip-subskrip z, y dan z masing-masing mewak-
ili terbitan terhadap pembolehubah-pembolehubah z, y dan z. Kajian kestabilan
linear bagi keadaan asas iaitu bendalir berada dalam keadaan rehat, u = 0, per-
mukaan bebas adalah mendatar, § = 0 dan subu T, tertabur secara seragam.

Persamaan tekanan hidrostatik diperolehi daripada persamaan (2.9) iaitu

>
~y

alAT ~}

p(z)zpa—pog{IJr o

dengan p = p(z) + dp, maka

—80p = Ppo — {l+aATz}z
P — 0P =Po— pog 2d )

P~ Pa=0p— pog [l + C'?de] 2. (2.25)

Persamaan tegangan permukaan yang asal adalah 7 = 79 — v(T — Tp). Dengan
mengambil 7p sebagai tegangan permukaan pada subu 7., persamaan 7 yang baru

adalah

T = 70—7v(T,+60—Ty+ 5d),
= 19— YTy — B(d+6)+ 6 — Ty + Bd),
= 10— (8 — BI). (2.26)

Dari persamaan (2.24) dan (2.25), diperolehi

2 y AP \ .
op — poyg [1 + a;Ade] z = —K‘;— [u,ﬁi + (uy + g )00y — (U, + Wy )b, + v,02

—(vr + wy )0y + wz} - —T—{o‘ﬂ + 0] (2.27)

NVN
Oleh kerana pemesongan adalah dalam arah z, maka 4, = 0, 6, = 0, N = 1 dan

T = Ty, maka persamaan (2.27) menjadi
Sp — 0pgd — 286prw, + 14V36 = 0.
Oleh kerana dp = p dan ép = p, maka

P — pogd — Wpprw. + VI = 0,
D — pogd — 2udw, + V36 = 0. (2.28)



Syarat-syarat keselanjaran bagi tegasan ricih adalah
2o = 2 (1480 + (1 + 0 (- 4 (1+82) +6,02) + 20,6,02
N Y y T Uz y y)“‘y:.“‘“yry

+(u, + wx)(l +6; - (Sf) — 26.6,(v, +w,) + széx]

= [T:r - (51(5y7y + (517_2} ’ (229)
dan
<[ 8(vn +uy) — 28,0, + (s +w,)(1 — 62
JN Al + Uy ) — 2050y + (v, + wy )(1 - 4,)
—(wg + v, )00, + 'sz&y} = [1y + 6,72]. (2.30)

Oleh kerana 6, = 6, = 0, maka persamaan (2.29) menjadi

l‘l'(u: + u".t) = Tg, (231)

atan boleh ditulis sebagai
wue + wy) = —v(0; — (35:), (2.32)
pv(u, + w.) = —y(6, — 36,). (2.33)

Bezakan persamaan (2.33) terhadap y, diperofehi
p’/(uyz + wry) = _7(61y - ﬁ‘sry)- (2“)‘4)

Seterusnya, oleh kerana é, = d, = 0, maka persamaan (2.30) menjadi

plv, +wy) =7, (2.35)
atau boleh ditulis sebagai
pu(v. + wy) = (0, — B,). (2.36)

Persamaan (2.36) dibezakan terhadap z, diperolehi
(Vg + Wry) = —Y{(Ory — F0ry). (2.37)
Penolakan persamaan (2.34) daripada persamaan (2.37) memberikan
oy, — tty,) = O,

g v Ju
222y = 0. (2.38)
pu()z dr Ky
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Seterusnya, persamaan (2.33) dan (2.36) masing-masing dibezakan terhadap = dan

y sehingga diperolehi
” (32(: N u ) I~ (8_20 B 826) ’ (2.30)
2 O0r0z ' Ox? Or?
Dengan menambahkan persamaan (2.39) dan (2.40), persamaan berikut diperolehi
|+ a2 = (S Z)-)|
[( _ 5‘9._) %(Z_x + %)} S ;35). (2.41)

Daripada persamaan keselanjaran, diperolehi

32
pv (V% - —~) w = —yV2(6 — 39). (2.42)

8  h A o
2= _;(0 — 36, (2.43)

vang x adalah konduktif terma bendalir dan h adalah pekali pemindahan haba

antara pcrmukaan bcehas dan udara.

Oleh itu, diperolehi persamaan-persamaan yang dilinearkan untuk syarat sem-

padan iaitu
w= g’;’ = g(f 0, (2.44)
pada z = 0, dan
)
w— % = 0, (2.45)
pv (Vf — ;):2) w+yVi9—p56) = 0, (2.46)
d() h
Bz (0 i) = O (2.47)

pada z = 1.

Seterusnya, kita boleh menentukan pemesongan permukaan dari persamaan (2.28),

J
9z = —T()V%J,
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iaitu dengan mendarabkan -V? kepada persamaan tersebut, maka diperolehi

V2 — pogV2 + 245220 a = 70(V})’4, (2.48)
dan dari persamaan momentum (2.5) iaitu
ow
—Vp = pog — povV?w — pg,

menjadi
. 9 9\ : :
—Vp = p"[((—‘); + % %tu—} — u(,a + —a——)V2'w] — ((.%_ + %)Pg,

- |-G+ u] -V 249

Dengan menggantikan persamaan (2.49) ke dalam (2.48), diperolehi

— _?- QD_ 9 2 2 3w 2\2 .
""[ (a:)(ar)+ (ay)v “’} p°9V5+2uV13~ (V7). (2.50)

2.5 Analisis pada mod normal

Seterusnya, kita akan menganalisis kuantiti usikan pada mod normal berikut

w W (z)
6 | =] T(z) |explilk.s+ kyy)+5t], (2.51)
4 f

yang k. dan k, masing-masing adalah nombor gelombang untuk usikan pada arah
dan y dengan k = k2+ k2 dan 5 adalah parameter kestabilan. W, T dan f masing-
masing adalah amplitud bagi halaju dalamn arah menegak, suhu dan pemesongan

pada permukaan atas bendalir yang bebas.

Kawi memilibh d, /s, &/d, AT dan k/d? masing-masing sebagai unit-
unit tak berdimensi bagi jarak, masa (), halaju (w), suhu (0) dan canggaan per-
mukaan (6) dan kita lakukan penyahdimensian persamaan-persamaan menakluk
dan syarat-syarat sempadan sehingga menghasilkan tujubh kumpulan tak berdi-
mensi seperti dalam Jadual 2.1. Nombor Rayleigh, R, mengukur nisbah bagi
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daya keapungan terhadap daya kelikatan, nombor Marangoni, M, mengukur nis-

bah daya termokapilari terhadap daya kelikatan, nombor Prandtl, P,, mengukur
nisbah antara skala masa kelikatan dan resapan terma, nombor Crispation, C,,
mengukur nisbah antara daya-daya kelikatan dan tegangan permukaan, nombor
Biot, B;, menggambarkan pemindahan haba pada permukaan bendalir, nombor
Bond, B,, mengukur nisbah daya graviti terhadap daya tegangan permukaan dan
nombor Galileo, G, mengukur nishah daya graviti terhadap daya kelikatan. Se-
mentara itu, unit tak berdimensi bagi paramecter nombor gelombang (k) adalah

a/d. Bagi fungsi-fungsi yang bergantung kepada r, y dan ¢, kita dapati

JADUAL 2.1 Kuantiti-kuantiti tak berdimensi.

Nombor tak berdimensi Simbol Definisi

Rayleigh R godAT/vk
Marangoni M YdAT [ povk
Prandtl P, v/K
Crispation C, povK [Tod
Biot B; hd/x
Bond B, Pog [T
Galileo G gd®/1?
—(% =3, ()8_; + (;iy‘z =—k* dan V*= Edz; — k. (2.52)

Maka, kami akan menggantikan persamaan (2.51) ke dalam persamaan menakluk
dan syarat-syarat sempadan hagi menganalisis unsur-unsur berkenaan pada mod

normal.

2.5.1 Persamaan momentum

Sekarang kami akan menyahdimensikan persamaan momentum
17 2
-———V2)w= —agVi8,
ot IV

(-% + sz) Vw = —agV?36.
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Persamaan momentum digantikan dengan skala tak berdimensi

5] (- R)w = et maa
(R G R = et
K KS

—_[-—-w(oz 2)}(D2—a2)W - Ozf’(d?)T( JAT,

(—%+D2—a2)(D2—a2)W' - “g(dl) (z)AT(%),

(D? — a?) (D" . %)W —a'RT = 0. (2.53)

2.5.2 Persamaan tenaga

Seterusnya penyahdimensian persamaan tenaga dengan menggantikan dengan unit-

unit tak berdimensi seperti berikut

(2 - nV2) 0 = pPw

ot
[5 - n(% - kz) T(2)AT — éd":gw,
S5 (% - f"a;-) T(z)AT = é(_i’—’_“gm
%n [s— (D* — )| T(z)AT = %nvv,

[s—(D*-a®)IT-W = 0,

(D* ~a®>—~s)T+W = 0. (2.54)

2.5.3 Syarat sempadan

Pada z = 0, dalam mod normal, syarat sempadan bagi halaju adalah

w = (0,
K
-W = 0,
d
W = 0, (2.55)
syarat bagi suhu pula mejadi
® _ o



DT(z)AT = 0,
DT = 0,
dan daripada persamaan (2.20)
o,
K
EDW = 0,
DW = 0.

Pada z = 1, dalam mod normal, syarat kincmatik menjadi

Jé

w — -

Ry O

d d?

sf—W

syarat scmpadan bagi suhu pula menjadi

or
Jdz
DT (z)

d
DT

AT

DT

DT—{—B.'(T—f) = 0.

dan daripada persamaan (2.46)

pv (V‘f = (;?;) w

pv ((—kQ) - %2) W
o(5-5)3
i"(’;—”(o‘z +a )W
Ll )

Kp

(D* + a® )W + *M(T — f)

(D? + a®)W + d

—-Sf

_ ot
%w — &df

h, . .
—=(T - oB).
X

Z(T(:)AT - df—Ad—T),

dh

-T(T - f).
—By(T — f),

492 (0 - ,35).,
Y(—K* T (2)AT —
(12
AEIAT(T - ).
a*yAT(T — f).

0.

0.

AT
d

df).

(2.56)

(2.58)

(2.60)
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Untuk menentukan pemesongan permukaan, daripada persamaan (2.50)
17 2 Ow
(dz)V2 ] pogVis + 2uVi— = 7(V3)%,

RIS
P \az \ar) TV 5
0\ (0w O\, 0w .
Po {‘ (£)<dt)+v<d~)V'w} PogVid + 2uVi—— 5 (V)% = 0. (2.61)

Gantikan persamaan (2.61) dengan skala tak berdimensi,

0 odw Ow 0 OW
Po ( 3> Ot 2 dz) + 2000V — e — pogV3s — 7,(VH)* = 0,

(] a ()
Lo (— —y(V? -2V )) Qu +v2(”T9 +V3)s =0,

To \ Ot
- (Es - (5; - 2k2)) 0w 12 (2L 1 k)5 =0,
& (e =) 0w + (S ) —o.
523 (- an) s S0 D)o
p"T‘;" (ﬁ —(D*— 3a2)) DW + a(B, + ) f = 0,
Cr (7;; (D - 3a2)) DW +a®(B, +a>)f =0.  (2.62)

Daripada persamaan (2.62), persamaan untuk pemesongan permukaan diperoleh

sebagai

- Y s pro a) }

f = ~aE, e [(Pr (D" —3d%) | DW,
(D? — 3a® — 8/P,)DW
a2(P.G+a2/Cy)

(2.63)



BAB HI

KEPUTUSAN DAN PERBINCANGAN

3.1 Penyelesaian masalah kestabilan

Dalam bab ini, kami akan mcncari ungkapan bagi nombor Raylecigh pada per-
ingkat utama, Ry dan pada peringkat pertama, R; secara analisis berpandukan
penyelesaian berasimptot untuk olakan Bénard-Marangoni bagi kes C, # 0 dalam
had nombor gelombang yang sangat kecil, a — ). Diketahui persamaan menakluk

pada lengkung sut adalah seperti berikut

(D? —a®)(D* - a® - %)W ~a®RT = 0, (3.1)
(D*-a@®-s)T+W = 0, (3.2)

tertakluk kepada syarat sempadan

w = 0, (3.3)
DW = 0, (3.4)
DT = 0, (3.5)

pada batas bawah yang bertebat dan tegar z = 0, dan
sf-W = 0, (3.6)
(D*+ )W +®M(T — f) = 0, (3.7)
DT+ B(T—- f) = 0, (3.8)
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