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ABSTRAK 

Model matematik bagi aliran lapisan sempadan olakan bebas berlamina terhadap 
sfera pejal dalam bendalir likat dengan syarat sempadan isoterma dibincangkan 
dalam kajian ini. Persamaan menakluk lapisan sempadan dinyahdimensikan dan 
kemudiannya persamaan pembezaan separa tak linear tersebut dijelmakan meng-
gunakan jelmaan tak serupa yang sesuai. Seterusnya, persamaan-persamaan ini 
diselesaikan secara berangka dengan menggunakan kaedah kotak Keller. Kaedah 
ini adaIah suatu kaedah beza terhingga tersirat yang fleksibel dan efisien. Penyele-
saian berangka yang diperoleh merangkumi ciri-ciri pemindahan haba iaitu pekali 
pemindahan haba setempat dan pekali geseran kulit setempat, serta profil ha-
Jaju dan suhu. Didapati, pekali pemindahan haba setempat menokok, berban-
ding pekali geseran kulit setempat yang menyusut dengan pertambahan nilai Pro 
Scterusoya, profil suhu dan profil halaju meoyusut pada lapisan yang lebih jauh 
dari permukaan sfera. Peoyelesaian berangka diaturcarakan daIam perisian Matlab 
5.3. 

PTTA
PERP

UST
AKA
AN 
TUN
KU T

UN 
AMI
NAH
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ABSTRACT 

A mathematical model for laminar free convection boundary layer flow over a solid 
sphere in a viscous fluid is studied by considering the isothermal boundary condi-
tion. The boundary layer governing equations are non-dimensionalized and trans-
formed by an appropriate non similar transformation. These equations are then 
solved numerically using a flexible and efficient implicit finite difference scheme, 
the Keller box method. The numerical results presented include the heat trans-
fer characteristics, which are the local heat transfer and skin friction coefficients, 
as well as velocity and temperature profiles. The local heat transfer coefficient 
increases, while the skin friction coefficient decreases as value of Pr increases. 
Meanwhile, velocity and temperature profiles decrease as the layer far away from 
the sphere surface. The numerical solution was programmed in Matlab 5.3. 
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BABI 

PENGENALAN 

Kebelakangan ini, kebanyakan penyelidikan dalam bidang pemindahan haba ter-

tumpu kepada proses olakan. Pengetahuan tentang proses pemindahan haba dan 

kebolehan menganalisis secara kuantitatif masalah-masalah yang berkaitan dengan 

pemindahan haba terutamanya olakan adalah penting kerana teknologi moden kini 

telah menjadi semakin kompleks. Hampir setiap fasa kerja saintifik dan kejurute-

raan melibatkan pemindahan tenaga melalui pemindahan haba. Ia boleh berlaku 

dalam pelbagai masalah seperti aliran atmosfera, penjanaan turbin, penyejukan 

litar elektronik dan sebagainya. 

Sebelum kami meneruskan kajian berkenaan olakan, perlulah dijelaskan 

dahulu apakah yang dimaksudkan dengan olakan serta bagaimana ianya boleh 

berlaku. 

1.1 Konsep Asas dan Definisi Olakan 

Istilah olakan adalah merujuk kepada pemindahan haba yang wujud di antara 

suatu permukaan dengan bendalir yang mengalir, apabila keduanya berlainan suhu 

(sila rujuk Rajah 1.1). Proses olakan ini terdiri daripada dua mekanisme, iaitu 

pemindahan tenaga yang disebabkan pergerakan rawak molekul-molekul bendalir, 

atau pun peresapan dan juga pemindahan tenaga yang disebabkan oleh aliran 
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bendaJir itu sendiri (Chapman 1984). 

Aliran bendaJir -. -. -. 

T~ 

Haba -. h T. 
77777 77777 

RAJAH 1.1 Proses Olakan 

2 

Secara amnya, proses olakan terbahagi kepada dua proses, iaitu olakan 

paksa dan juga olakan bebas. Olakan paksa terjadi apabila aJiran bendalir itu 

disebabkan oleh daya luaran, contohnya kipas, pam ataupun tiupan angin. Seba-

liknya, olakan bebas pula terjadi apabila aliran bendalir itu didorong oleh daya 

keapungan dalam bendaJir itu sendiri (Darus 1995). Sebagai contoh, olakan be-

bas wujud dari jalan raya yang panas ke atmosfera pada siang hari. Udara yang 

bersentuhan dengan jalan raya yang panas mempunyai ketumpatan yang lebih 

rendah daripada udara yang lebih sejuk di atas jalan raya itu. Jadi, akan wujud 

suatu kitaran yang mana udara panas akan naik ke atas sementara udara sejuk 

akan bergerak ke bawah. Namun, apabila wujudnya tiupan angin, pemindahan 

haba tersebut akan berubah kepada olakan paksa, walaupun olakan bebas masih 

berlaku. 

Seperti yang telah kami jelaskan sebelum ini, pemindahan haba secara 

olakan adalah gabungan daripada kesan konduksi dan gerakan rawak molekul ben-

dalir itu sendiri. Secara amnya, tenaga yang dipindahkan adalah haba dalaman 

bendaJir tersebut. Walau bagaimanapun, wujud satu lagi proses olakan yang meli-

batkan perubahan haba pendam (Simonson 1991). Perubahan haba pendam ini 

secara amnya melibatkan perubahan fasa di antara keadaan cecair dan wap bagi 

bendaJir. Dua kes khas untuk proses olakan ini ialah pendidihan dan kondensasi. 
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1.2 Konsep Asas Lapisan Sempadan 

Idea-idea rums yang menghasilkan lapisan sempadan telah mula dibangunkan oleh 

Prandtl pada tahun 1904 (Schlichting 1979). Idea utamanya adalah membahagikan 

aliran bendalir kepada dua bahagian penting. Bahagian yang lebih besar adalah 

kawasan aliran bebas bagi bendalir, yang jauh dari permukaan pejal dan diper-

timbangkan tidak likat. Manakala bahagian yang lebih kecil ialah lapisan tipis 

yang berada di atas permukaan pejal yang mempertimbangkan kesan kelikatan, 

konduktiviti terma dan peresapan jisim (Burmeister 1983). 

Pertimbangkan kes termudah bagi aliran bendalir yang melalui suatu per-

mukaan yang dipanaskan, lihat Rajah 1.2. Halaju bendalir akan berubah daripada 

halaju seragam iaitu aliran bebas pada titik yang jauh dari permukaan kepada 

halaju sifar pada permukaan. Bagi bendalir yang mempunyai kelikatan rendah, 

seperti udara dan air, kawasan yang berada di atas permukaan adalah amat tipis, 

bergantung kepada halaju aliran bebas bendalir tersebut. 

Seterusnya, interaksi di antara bendalir dan permukaan terse but akan mewu-

judkan suatu kawasan dalam bendalir yang halajunya berubah daripada sifar pada 

permukaan, kepada nilai terhingga Uoo • Kawasan ini dikenali sebagai lapisan sem-

padan halaju. Di luar daripada kawasan ini, kesan permukaan pejal adalah dia-

baikan. 

MaIah, jika suhu bagi bendalir dan permukaan tersebut berbeza, akan wu-

jud juga suatu kawasan dalam bendalir yang suhunya berubah daripada Ts pada 

y = 0 kepada Too pada aliran yang di sebelah luar. Kawasan ini pula dikenali 

sebagai lapisan sempadan terma (Incropera & Dewitt 1985). Perhatikan bahawa, 

jika Ts > Too, proses olakan akan berlaku di antara bendalir dan permukaan. 
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RAJAH 1.2 Lapisan Sempadan Halaju dan Terma 

1.3 Objektif dan Skop Kajian 

4 

Dalam kajian ini, pembentukan aliran lapisan sempadan pada permukaan sfera 

dalam medan aliran haba olakan bebas akan dipertimbangkan. Objektif kajian ini 

adalah untuk membina model matematik bagi mencari formulasi matematik dan 

analisis untuk masalah yang dipertimbangkan. Seterusnya, algoritma berangka 

untuk pengiraan bagi penyelesaian masalah ini dibina. 

Skop kajian ini hanya tertumpu kepada masalah aliran lapisan sempadan 

olakan bebas berlamina dua dimensi yang mantap pada sfera pejal di dalam suatu 

bendalir likat yang berlainan suhu. Masalah ini diformulasikan dengan kaedah pen-

jelmaan dan diselesaikan secara berangka dengan kaedah beza terhingga tersirat 

kotak Keller. 

1.4 Rangka Kajian 

Kajian ini dibahagikan kepada lima bab termasuk bab pengenalan ini. Bab I 

ini adalah merupakan suatu pengenalan asas kepada masalah olakan bebas dan 

kajian-kajian yang telah dijalankan sebelum ini. Dalam kajian ini, masalah aliran 

lapisan sempadan olakan bebas berlamina dua dimensi yang mantap pada sfera 
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pejal di dalam suatu bendalir likat yang berlainan suhu akan dibincangkan. Jadi, 

model matematik bagi masalah ini akan dikaji dalam Bab II. 

Masalah yang dikaji ini akan diselesaikan secara berangka dengan menggu-

nakan kaedah beza terhingga tersirat yang dikenali sebagai kaedah kotak Keller 

yang akan kami jelaskan dalam Bab III. Kaedah ini adalah suatu kaedah yang 

fieksibel dan efisien untuk menyelesaikan masalah olakan bebas mahupun olakan 

paksa. Kami telah memprogramkan kaedah kotak Keller ini dengan menggunakan 

perisian Matlab 5.3. 

Seterusnya, dalam Bab IV, kuantiti fizikal yang diperoleh seperti pekali pe-

mindahan haba setempat dan pekali geseran kulit setempat serta profil halaju dan 

suhu akan dibincangkan. Akhir sekali, kami akan membuat kesimpulan tentang 

kajian ini dalam Bab V, serta memberi cadangan untuk kajian-kajian lanjutan. 

1.5 Kajian-kajian Terdahulu 

1.5.1 Olakan Bebas pada Sfera 

Kajian tentang olakan bebas pada sfera dalam bendalir likat telah dipertimbangkan 

oleh Chiang et al. (1964), manakala Chen & Mocoglu (1977) telah mengkaji tentang 

olakan bebas dan paksa pada sfera, juga dalam bendalir likat. Seterusnya, Huang 

& Chen (1987) telah mengkaji kes yang sama dengan mempertimbangkan kesan 

hembusan dan sedutan terhadap bendalir. 

Antara yang terkini, Nazar et al. (2002b) telah mengkaji olakan bebas 

lapisan sempadan pada sfera dalam bendalir mikropolar, dan meneruskan kajian-

nya untuk sfera dengan fiuks haba permukaan yang malar (Nazar et al. 2002a). 

Olakan bebas pada sfera adalah suatu masalah penting yang berkait ra-

pat dengan pelbagai aplikasi kejuruteraan. Penyelesaian tepat secara analisis 

masih tidak boleh diperoleh kerana ketaklinearan persamaan tenaga dan per-

samaan Navier-Stokes. Oleh kerana itu, masalah olakan bebas pada sfera ini 
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kurang diberi tumpuan oleh para pengkaji. 

Dalam kajian ini, masalah lapisan sempadan olakan bebas pada sfera pejal 

dalam bendalir likat dikaji secara berangka. Keputusan yang diperoleh diband-

ingkan dengan keputusan Huang & Chen (1987) dan didapati keputusan per-

bandingan amat memuaskan. 

1.5.2 Kaedah Kotak Keller 

Satu kaedah beza terhingga tersirat yang tepat dan berkesan telah direka un-

tuk menyelesaikan persamaan pembezaan separa parabolik oleh H. B. Keller pada 

tahun 1970, yang dinamakan kaedah kotak Keller. Kaedah ini sesuai untuk men-

cari penyelesaian berangka bagi sebarang persamaan pembezaan separa parabo-

lik. Ianya merangkumi skim beza terhingga tersirat dan juga pelinearan dengan 

menggunakan kaedah Newton. Kaedah ini telah digunakan secara meluas dan 

dipercayai paling mudah disesuaikan untuk sebarang masalah. Ia telah digunakan 

dalam aliran lapisan sempadan lamina oleh Keller & Cebecci (1971), dan untuk 

ali ran lapisan sempadan gelora oleh Cebecci & Smith (1974). Ia juga telah di-

nyatakan oleh Chen & Mocoglu (1977) sebagai kaedah yang cepat, mudah dan 

lebih sesuai digunakan. 

Kaedah ini juga boleh digunakan untuk pelbagai masalah aliran lapisan 

sempadan bendalir, yang melibatkan olakan bebas dan paksa. Penggunaan kaedah 

ini untuk menyelesaikan masalah aliran lapisan sempadan olakan campuran telah 

dibincangkan oleh Chen & Mocoglu (1977). Seterusnya, Na (1979) telah mem-

bincangkan tentang olakan bebas pada plat rata mengufuk menggunakan kaedah 

kotak Keller ini. 

Seterusnya, kaedah tersirat ini juga digunakan untuk masalah yang meli-

batkan bendalir mikropolar yang lain oleh Bhattacharyya & Pop (1996) dan Rees 

& Pop (1998). Manakala Nazar & Amin (2001) telah membandingkan kaedah 

ini dengan kaedah penyelesaian masalah lapisan sempadan yang lain dan didap-

ati kaedah ini paling berkesan dan sesuai. Nazar & Amin (2003) juga mengkaji 
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7 
masalah olakan bebas pada silinder mengufuk dengan kaedah ini. Kajian tentang 

lapisan sempadan olakan campuran pada sfera dalam bendalir mikropolar, yang 

jllga menggllllakan kaedah illi telah dibillcangkan oleh Nazar et al. (2003). 

Dalam kajian illi, kami akan menggunakan kaedah kotak Keller ulltuk men-

dapatkan penyelesaian bagi masalah lapisan sempadan olakan bebas pada sfera 

dalam bendalir likat dengan SUhll permukaan yang malar. 
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BABII 

PERSAMAAN ASAS BAGI ALIRAN LAPISAN SEMPADAN 

OLAKAN BEBAS 

Dalam Bab I, kami telah menceritakan serba sedikit tentang punca-punca keja-

dian fenomena olakan, serta kajian dan penyelidikan terdahulu. Seterusnya, di 

dalam bab ini kami akan menerbitkan persamaan menakluk bagi masalah olakan 

bebas pada sfera dalam bendalir likat dengan mempertimbangkan andaian lapisan 

sempadan dan juga anggaran Boussinesq. 

Persamaan menakluk dipermudahkan dengan menggunakan analisis pering-

kat-magnitud dan anggapan bahawa ketebalan lapisan sempadan adalah amat 

kecil. Dalam kajian ini, kami akan menjelaskan secara ringkas tentang andaian 

lapisan sempadan dan anggaran Boussinesq, seterusnya mendapatkan persamaan 

menakluk berdimensi yang akan diturunkan kepada persamaan tak berdimensi dan 

akhirnya penjelmaan tak serupa akan diperkenalkan. 

2.1 Andaian Lapisan Sempadan dan Anggaran Boussinesq 

Untuk mendapatkan persamaan menakluk berdimensi bagi aliran bendalir likat 

dan tak termampatkan, beberapa andaian-andaian fizikal perlu dibuat untuk memu-

dahkan kaedah menganalisis aliran lapisan sempadan. Andaian-andaian yang 

dibuat adalah seperti berikut: 
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1. Medan aliran mantap 

2. Bendalir Newtonan 

3. Medan aliran dua dimensi 

4. Bendalir tak termampatkan 

Kami juga mengandaikan bahawa kesemua sifat bendalir, kecuali ketumpat-

an, adalah malar dan mengabaikan kesan ketiadaan kelikatan. OJeh itu, dalam 

bent uk vektor (Pop & Ingham 2001), diperoJeh 

V·V 

(if. V)V 

(if. V)T 

o (2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

dengan V, T,p, V2, g, II, p, Poo dan a masing-masing adalah vektor halaju, suhu ben-

dalir, tekanan bendalir, operator Laplacian, vektor pecutan graviti, kelikatan kine-

matik, ketumpatan bendalir, ketumpatan malar setempat dan peresapan terma. 

Untuk kebanyakan bendalir sebenar dan syarat-syarat aliran bendalir, cara 

termudah untuk menyatakan perbezaan ketumpatan (p - Poo) dalam sebutan ke-

apungan dalam persamaan momentum (2.2) adalah diberi oleh Pop & Ingham 

(2001), 

p = Poo[l - (3(T - Too)], (2.4) 

dengan (3 adalah pekali kembangan terma dan Too adalah suhu sekitaran. 

Persamaan (2.4) adalah suatu anggaran yang baik untuk perubahan ke-

tumpatan, yang dikenali sebagai anggaran Boussinesq (Bejan 1984). Anggaran 

Boussinesq menyatakan bahawa: 

1. Kesemua perubahan bagi sifat-sifat bendalir boleh diabaikan sepenuhnya ke-

cuali untuk ketumpatan dalam persamaan momentum. 

2. Perubahan dalam ketumpatan juga diabaikan kecuali ia melibatkan daya kea-

pungan. Ketumpatan hanya dipertimbangkan berubah dengan suhu sahaja. 
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2.2 Persamaan Berdimensi 

Pertimbangkan sebuah sfera pejal yang telah dipanaskan dengan suhu Tw dan 

berjejari a, yang dimasukkan ke dalam suatu bendalir likat yang bersuhu Too, 

seperti di dalam Rajah 2.1. Dengan menggunakan penghampiran lapisan sem-

padan dan penghampiran Boussinesq, berikut adalah persamaan menakluk berdi-

mensi bagi masalah ini; 

Persamaan Keselanjaran: 

a a 
ax (ru) + ay(rv) =0 (2.5) 

Persamaan Momentum: 

(2.6) 

Persamaan Tenaga: 
aT aT v fPT 

u ax + v ay = Pr afp (2.7) 

yang r(x) 

adalah: 

a sin (~). Syarat sempadan bagi persamaan (2.5) hingga (2.7) 

u = v = 0, 

u --+ 0, 

pada y = 0, 

pada y --+ 00, 

(2.8) 

(2.9) 

yang (u, v) ialah komponen halaju di sepanjang paksi-x dan -y, manakala T, p, v, g, f3 
dan Pr masing-masing adalah suhu bendalir, ketumpatan bendalir, kelikatan kine-

matik, pecutan graviti, pekali pengembangan term a, dan nombor Prandtl. 

2.3 Persamaan Tak Berdimensi 

Untuk menyelesaikan persamaan menakluk berdimensi (2.5) hingga (2.7) yang 

tertakluk kepada syarat sempadan (2.8) dan (2.9), kami akan menyahdimensikan 
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-1 
y 

o i A1ll"an bendalir 

RAJAH 2.1 Model Fizikal 

persamaan-persamaan tersebut dengan memperkenalkan pemboleh lIbah-pemboleh 

ubah baru tak berdimensi berikut: 

x 
x= -, 

a 
y = Grl/4(~), u = (~)Gr-I/2u, 

v = (~)Gr-I/4v, ()= T-Too 
Tw-Too' 

dengan Gr = gf3(Tw - Too)a3 /v2 adalah nombor Grashof. 

(2.10) 

(2.11) 

Sekarang, pertimbangkan persamaan keselanjaran (2.5). Dengan menggu-

nakan pemboleh ubah (2.10) dan (2.11), diperoleh 

a a 
ax (1'u) + ay (1'v) = 0 

a [ (vGrl/2)] a [ (vGrl/4)] 
a(xa) asinx· U -a- + a(yaGr-I/4) asinx· v -a- = 0 

(VG;1/2) :x (asinx. u) + (VG;1/2) ;y (aSinx, v) = 0 

( vGrl/2) [~(ru) + ~(rv)] = 0 
a2 ax au 

a a 
ax (ru) + au (rv) = 0 (2.12) 

Persamaan (2.12) di atas adalah persamaan keselanjaran dalam bentuk tak berdi-

mensi. Seterusnya, pertimbangkan pula persamaan momentum (2.6). Juga dengan 

menggantikan pemboleh ubah (2.10) dan (2.11) ke dalam persamaan (2.6), maka 
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diperoleh 

au au) EPu . (X) 
p( u ax + fJ By = /Lori + pg{3(T - Too) Sill ;; 

[
UIIGrl/2 a (UIIGrl/2) + vllGrl/4 a (UIIGrl/2)) 

p a o(xa) a a 0(yaGr-1/4) a 

02 (UIIGrl/2) = /L / + pg{3(T - Too) sin x 
0(yaGr-1 4)2 a 

pll2Gr [aU aU] /LIIGr 02U . 
~ U ax + v 8y = ~ oy2 + pg{3(T - Too) SIllX. 

Gantikan takrif nombor Grashof Gr = g{3(Tw - Too)a3/112 ke dalam persamaan di 

atas, diperoleh 

Kemudian, bahagikan persamaan di atas dengan pg{3(Tw - Too), maka didapati 

aU au /L 02U . 
u- + v- = -- + 8slllx. 

ax 8y pllOy2 

Diketahui /L = liP, maka 

aU au EPu . 
U ax + v oy = oy2 + 8 Sill X. (2.13) 

Persamaan (2.13) di atas adalah persamaan momentum dalam bent uk tak berdi-

mensi. Kini, pertimbangkan untuk persamaan tenaga (2.7). Dengan menggantikan 

pemboleh ubah (2.10) dan (2.11), didapati 

_aT _aT II 02T 
U ax + v oy = Pr By2 ' 

(
UIIGrl/2) a (VIlGrl/2) a 

a o(xa) [8(Tw - Too) + Too] + a 0(yaGr-1/4) [8(Tw - Too) + Too] 

II EP 
Pro(yaGr-1/4)2 [8(Tw - Too) + Too], 

(UII~;1/2) [![8(Tw - Too)] + a;;] + (VlI~;1/2) [~[8(Tw - Too)] + a:;] 
II Gr1

/
2 

[ 02 02Too] 
= Pr -;;,2 oy2 [8(Tw - Too)] + oy2 ' 

IIGr
l
/2 [08 08] IIGrl/2 [ 1 028] 

~(Tw - Too) U ax + v oy = ~(Tw - Too) Pr8y2 ' 

of) of) 1 02f) 
uox+Voy = Proy2' (2.14) 
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Persamaan (2.14) adalah persamaan tenaga dalam bentuk tak berdimensi. Sekarang, 

syarat sempadan (2.8) dan (2.9) dalam bentuk tak berdimensi menjadi 

u= v = 0, 8= 1, pada y = 0, 

u ---+ 0, pada y ---+ 00. 

2.4 Persamaan Terjelma 

(2.15) 

(2.16) 

Kini, uutuk menyelesaikan persamaan menakluk tak berdimensi (2.12) hingga 

(2.14) yang tertakluk kepada syarat sempadan (2.15) dan (2.16), melalui pengala-

man dan kaedah cuba jaya, pemboleh ubah-pemboleh ubah berikut diperkenalkan 

(Nazar et al. 2002b); 

'If; = xr(x)f(x, y), 8=8(x,y), (2.17) 

dengan 'If; adalah fungsi strim yang ditakrifkan sebagai 

u (l/r)a'¢/&y, 

v -(l/r)8'¢/ax. 

Dengan menggantikan pemboleh ubah (2.17) untuk persamaan keselanjaran tak 

berdimensi (2.12), didapati 

a a 
ax (ru) + &y (rv) o 

!(a;:) -:y(i:) O. (2.18) 

Perhatikan bahawa persamaan (2.12) dipenuhi sepenuhnya. Sekarang, pertim-

bangkan pula persamaan momentum tak berdimensi (2.13). Sebehun menggan-

tikan pemboleh ubah (2.17), kami perlu dapatkan 

a'lf; af 
&y xr(x)&y (x, y) 

a2'1f; a2f 
ay2 xr(x)&y2(X,y) 

{P'If; (Pf 
ay3 xr(x) &y3 (x, y) 

a'lf; af 
ax xr(x) ax (x, y) + xr'(x)f(x, y) + r(x)f(x, y) 

a2'1f; _ ~(8'¢) a2f , af af 
ax&y - ax ay xr(x)ayax(x,y)+xr(x)&y(x,y)+r(x)&y(x,y). 
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SdCarall,ll,. ,Il,alltiicruJ Pt'rsaJlJaaIl-pf'rSamWUI <Ii aliI/< kt· tI.t.hulI pt·("Sjt.11h"'UI I 2.U,. 

lIJaka dipcroleh 

()u iJu 
u- + "-Ox iJy 

( ~ o1J')~ (~011') + ( _ ~ (}vI) ~ (~01I 1 ) r Oy ox r Oy r ox Oy r iJy 

<Pu . 
iJy~ ~ OSIIlX. 

a r iJ 1 iJIJ' '. -11_( __ ) . o Sill I. 
Oy , iJy r iJy .' 

~ (xr al) [~ iPt/' + 011' (_ k()(i X ) 1 
r ay r axiJy iJy a sin2 x J 

+ (- ~ r rr ~ I + rr'l • r / ~ (jl ~. ) 
r ~ iJx . r iJII2 

1 [J3ti.' . 
; 0y3 + /1 Sill X. 

(xal ) [!(xr ~I +xr,al +ral ) 
ay r ayax ay ay + xr- -- I ( 01)( k06 I )' 

. iJy asin' x j 

( al k06X )(1 <PI) + - X-;- - x-.-I - I - . xr-. -ax Sill x r iJy2 

(
X a I) [(x ~ I + x k06 x a I + a I) + 

ay ayax sin x ay iJy 

( al k06 x ) ( ~ I) + - x- - xl-.- - I x-,-ax Sill x iJy2 
xal a

2
f +x(af )2k06 x + (a f )2 _ 

ay ayax ay sin x ay 
_xaf ~ f _ xfk06 x~f _ f~f 

ax ay2 sin x ay2 ay2 
[J3f ( X ) ~f - + 1 + --k08 X f- -
8y3 sinx 8y2 

1 [J31 . ;(.rri}y-l) +/1sIIII. 

(xaf )( _ k()(i I)] 
f)y Sill I 

[J3f . 
X 8y3 + /1 Sill x, 

k~ X X(~f)2 
Sill X f)y 
[J3 f /1sinx 
i:Jy3 + 7' 
(af )2 + sin I /1 

ay x 

(
af ~ f af (fl f) 

x f)y f)yax - ax f)y2 . (2.19) 

Diperoleh persamaan (2.19) di atas adalah persamaan momentum terjelma. Killi. 

pertimbangkan persarnaan tenaga dalarn bentuk tak berdimensi (2.14), dan denglln 

penggantian yang sarna seperti sebeluill ini, didapati 

ao ao 
u-+v-ax f)y 

(~ 81/J) ao + (_ ~ 81/J) ao 
r &y ax r ax &y 

(
X a f) ao + ( _ x a I _ x f k~ x _ f) ao 

&y ax ax Sill x &y 
xal afJ _ xal ao _ xfk06 xao _ fao 

&y ax ax &y sin x &y f)y 
1 (flfJ ( x ) 80 

Pr&y2 + 1 + sinx k06 x f &y 

1 (flo 
Pr f)y2 
1 (flo 

Prf)y2 
1 (flfJ 

Pr f)y2 
1 (flo 

Pr&y2 

x(al afJ _ af (0) (2.20) 
f)y ax axOy 
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